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На основе использования решений уравнения Шредингера для составной системы из трехуровневой мо-
дели наночастицы и взаимодействующего с ней квантованного поля излучения получены выражения, в 
аналитическом виде описывающие биения заселенности состояний частицы при спонтанном излучении. 
Рассмотрены случаи начального возбуждения наночастицы в радиационное состояние и начального воз-
буждения в нерадиационное состояние, связанное динамическим взаимодействием с радиационным со-
стоянием. Проведено также моделирование динамики заселенности состояний такой частицы при рассе-
янии длительного импульса монохроматического резонансного облучения. Установлено, что полученные 
выражения для динамики заселенности всех состояний частицы при спонтанном излучении являются 
точными решениями соответствующей системы оптических уравнений Блоха. Результаты моделирования 
динамики заселенности состояний частицы при рассеянии согласуются с результатами соответствующего 
моделирования на основе уравнений Блоха для заселенности радиационного состояния, но существенно 
различаются для заселенности нерадиационного и основного состояний частицы на начальном этапе рас-
сеяния импульса облучения. Дано объяснение происхождения такого сходства и различия.
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Рис. 1. Схема относительного положения уровней энергии модели частицы с указанием учитывае-
мых переходов между ними



40 В.А. Морозов

 ,       -
         

        -
  –  .  

        
  1 , 02 , 03 , 1.  1  ,     -

 1,     N    ,  02 ( 03 ) , 
     )3(2 ,     1N   ; 

 1 –    1,   1N       
.  :  –      –   .  

     02 ( 03 ) ,  -
    )3(2 ,      ;  

1 ,      1,     . 
  3L  ,        

,         
 d̂     , ,    

 V     1  02     
  : 12

2/302
1 )ˆ(2 diLV , 12)ˆ(d  –  

    1  2    d̂    
  ,      – 

Rx idNiLV 12
2/302

1 )ˆ(2 ; 12)ˆ( xd  –     
 1  2    d̂     (  X )  , 

N –   ,    3L .  
 

      
   

    j     
       :  

).(]/)(exp[)()()( titEEitbWVtbi jikjk
k

jkj  

 )(tbj  –     j    
 t , ji  –  , )(t  –  ; i  –   
. 
  -  

dEtEEiEGitb jjj ]/)(exp[)()2()( 1 , 
 E  –   ,    

     
                      jik

k
jkjj EGWVEGEE )()()()( .   

       
  2   t      ,  

        ,  
        ,  

  .       
       ., ,  [21,22].   

     , 
    , ,     

 .  



Математическое моделирование квантовых биений заселенности состояний трехуровневых наночастиц... 41

       
   2   1)0(02b        

)(EGj   : 

2
0202

02
02 )())((

)(
wEEiEE

EEEG ,  

020303 G)EE(w)E(G , 

021
02
11 G)EE(V)E(G . 

    ( ., ,  [23]) : 

                                          )( 1

202
1

1 EEVi ,  

 )(/)( EiEE , EP / –    E/1 .    
         

,         02 ,   
,       2  ,  -

 ( .  [23]),    

                                    32
21

3
21102

202
1

2 3/2)( cdEEV  

     2  . , 
 )( 12

1
21 E . 

 -    )(tbj      
   )(EGj , : 

                               ,)]sin()2/())[cos(2/exp()(02 ataatttb  
                               aattiwtb /)sin()2/exp()(03 , 
            

]}
2/

)exp()2/(
2/

)exp()2/([
2

)2/exp()exp({)( 22
02
11 ia

iatia
ia

iatia
a

t
iw
tiVtb , 

 4/22wa   2/w ; .21  
        
   ,     V   

W       E     , 
      )(EGj ,  

          , 
   .  

         
       

         
    [14]   .   

       
       

   (“ ”)      – 
     [24] –  (“ ”)    

       ,    
“ ” ,       , 

    .   , 
       
 (    [25])      



42 В.А. Морозов

,       ,   
            

  ( ).  [26] –   
 “  ” (“  ”). 
       

  “    ” –  
  -       

     [12,13].  ,    [12],  
      

, ,   t      – 
   –   221 t   1t ,   

   .  
  ,   )(2 tP   )(3 tP    

 2   3  :  
                            ,)()]sin()2/())[cos(exp()()( 2

22
0202 tPataatttbtP  

                             )(/)(sin)exp()()( 3
2222

0303 tPaattwtbtP , 
     )(1 tP    1   

   : 
      )(4/)]2sin(2)2cos(4)[exp(1)()( 1

2222
11)( tPaataatwttbtP .  

 )(1)(21 tP      , 
      12 , . . 
     )(tI .  
  )(1)( tP   )(2 tP , ,    : 

                                       )(2)()( 221121 tPtItP . 
    ,     

       
   .  

       
       ,   

    –       
b            

     –  
:  

                                      aattiwtb /)sin()2/exp()(~
02 ,  

                             ,)]sin()2/())[cos(2/exp()(~
03 ataatttb  

                     

]}
2/

)exp(
2/

)exp([
2

)2/exp(1{)(~
22

02
11 ia

iat
ia
iat

a
tit

iw
wVtb . 

      : 

                         )()(~/)(sin)exp()(~)(~
32

2222

0202 tPtPaattwtbtP ,   

                       ,)(~)]sin()2/())[cos(exp()(~)(~
3

22

0303 tPataatttbtP  

       )(~4/)]2sin(2)2cos(4)[exp(1)(~)(~
1

2222

11)( tPaataatwttbtP . 



Математическое моделирование квантовых биений заселенности состояний трехуровневых наночастиц... 43

  , :  
                                   )(~2)(~)(~

221121 tPtItP , 
. .  ,        , 

        
      
 .    )(~ tI   )(tI    

  2    3 . 
 . 2   . 3   )(tPn   )(~ tPn , 31n   ,  

 5w .         nP , nP~ ,    
 –    1 .  )(tPn   )(~ tPn     

 .     )(2 tP   )(~
2 tP

,   –  )(3 tP   )(~
3 tP ,   –  )(1 tP   

)(~
2 tP . 

     ,    2   3  
  ,    )(3 tP    

    )(2 tP     

 

Рис. 2. Пример вида биений заселенности состояний при спонтанном излучении частицы, первона-
чально возбужденной в радиационное состояние
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 Рис. 3. Пример вида биений заселенности состояний при спонтанном излучении частицы, первона-
чально возбужденной в нерадиационное состояние
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 Рис. 4. Сравнение вида биений заселенности состояний частицы с w = 5 при рассеянии монохрома-

тического света по результатам моделирования двумя методами. 
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Рис. 5. Сравнение вида биений заселенности состояний частицы с w = 5 при рассеянии монохрома-
тического света по результатам моделирования двумя методами
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MATHEMATICAL MODELING OF QUANTUM 
BEATS OF POPULATION OF STATES 
OF THREE-LEVEL NANOPARTICLES 
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Through the use of solutions of the Schrödinger equation for a composite system of a three-level model of 
nanoparticles and associated quantized radiation fi eld the expressions are derived which in an analytical form 
describe the beating of the particle states population at spontaneous emission for the case of initial excitation of 
the nanoparticles in its radiation state and at excitation in it non-radiative state associated dynamic interaction 
with a radiation state. The simulation is performed also of the dynamics of the state population of such a particle 
at the scattering long pulse of monochromatic radiation. It is established that the obtained expressions for the 
dynamics of the populations of all the states of the particles during spontaneous radiation are exact solutions 
of the corresponding system of optical Bloch equations. The simulation results of the particle states population 
dynamics at scattering are consistent with the results of the simulation based on the Bloch equations for the 
population of the radiative states, but differ substantially for the population of dark and ground particle states 
in the initial stage of scattering of the pulse irradiation. This explanation of the origin of such similarities and 
differences.
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