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Введение
Данная статья посвящена построению моделей оптимально и 

ε-оптимального восстановления квадратично интегрируемых функций от-
носительно меры Лебега и определенных на конечномерном компакте по 
наблюдениям с гауссовскими ошибками. В ней мы рассматриваем условия 
существования оптимальной и ε-оптимальной процедур восстановления по 
критерию минимума среднеквадратической ошибки.

МоДЕЛИРоВАНИЕ оПТИМАЛьНоГо 
И ε-оПТИМАЛьНоГо АЛГоРИТМоВ  

ВоССТАНоВЛЕНИя КВАДРАТИЧНо ИНТЕГРИРуЕМой 
ФуНКцИИ По НАБЛЮДЕНИяМ  

С ГАуССоВСКИМИ оШИБКАМИ

С.А. Булгаков, В.М. Хаметов

sbulgakov@hse.ru, vmkhametov@hse.ru 
Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»

Поступила 18.12.2019

Статья посвящена построению решения задачи оптимального в среднеквадратичском 
смысле стохастического восстановления измеримой квадратично интегрируемой отно-
сительно меры Лебега функции, заданной на конечномерном компакте. В ней обосновы-
вается процедура оптимального восстановления, а также условия его несмещенности 
и состоятельности. Кроме того, предложена и обоснована процедура ε-оптимального 
стохастического восстановления.
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Под задачей стохастического восстановления функции из некоторо-
го класса обычно понимают следующее: имеется возможность наблюдать 
значение этой функции с ошибками в любой точке области ее определения 
и требуется оценить (восстановить) ее по результатам наблюдений в соот-
ветствии с заданным критерием оптимальности. Следует отметить, что эта 
задача относится к задачам непараметрического (бесконечномерного) оце-
нивания. Задачам непараметрического оценивания посвящено большое ко-
личество работ, например [1-4, 6, 7, 12-16].

Приведем краткий обзор результатов по теории стохастического восста-
новления функций.

Так, в [1, 2] предложен метод решения задачи восстановления, который 
основывается на теории поперечников Колмогорова и теореме Гливенко–
Кантелли.

В [3, 4] содержится подробный обзор результатов по теории стохастиче-
ского восстановления. В них для решения этой задачи использован мини-
максный подход.

В [5, 18] рассматривается минимаксная постановка задачи стохастиче-
ского восстановления для нелинейных функционалов, решение которой су-
щественным образом опирается на результаты работы [3]. Важно отметить, 
что в этих работах содержится большое количество новых точно решаемых 
примеров. В [10] построены минимаксные оценки коэффициентов полино-
миальной регрессии.

В [6, 7] применена теория планирования эксперимента для нахождения 
решения задачи стохастического восстановления.

В [13, 14, 16] предложены рекурсивные алгоритмы стохастического вос-
становления неизвестной функции и исследована их эффективность.

В [15] разработан метод построения проекционных оценок для восста-
новления квадратично интегрируемых плотностей распределения случай-
ных величин.

В отличие от вышеприведенных работ, в этой статье для любой ква-
дратично интегрируемой функции заданной на конечномерном компакте 
решается задача стохастического восстановления, оптимального в сред-
неквадратическом смысле. В ней мы устанавливаем условия существова-
ния решения этой задачи и приводим явный вид этой непараметрической 
оценки (теорема 1). Кроме того, здесь впервые устанавливаются условия 
ее несмещенности (теорема 3) и состоятельности (теорема 4).

Построенные в работе непараметрические оценки квадратично инте-
грируемых функций сложно реализовать на практике. Поэтому, приводит-
ся алгоритм построения ε-отптимальных конечномерных оценок (теоре-
ма 5).
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1. Основные определения и обозначения. Постановка задачи 
стохастического восстановления

Пусть  – конечномерный компакт,  – борелевская -алгебра на 
K, а  – множество измеримых функций , квадратично инте-
грируемых относительно меры Лебега Λ на K, т.е. 

Пусть  – вероятностное пространство на котором задана измери-
мая функция , обозначаемая , такая что для любых 

 и 

 (1)

и для любых  

 (2)

здесь через  обозначен интеграл Лебега относительно вероятностной 
меры P.

Предположим, что в любой точке  мы наблюдаем функцию , 
которая представляет собой сумму функций , т.е. на-
блюдаем функцию  с аддитивными ошибками 

 (3)

где  – номер наблюдения.
Поскольку  – сепарабельное гильбертово пространство, то в нем 

существует (вообще говоря неединственная) полная, ортонормированная 
система функций, которую мы обозначаем через , т.е. для любых 

 функции  такие, что , 
здесь  – символ Кронекера, причем .

Известно [17], что любая -измеримая функция , со зна-
чениями в , такая что  почти всюду относительно 
меры Лебега, допускает представление

где  – случайные величины, которые являются 
коэффициентами Фурье функции  [9]. Обозначим:

 (4)

 (5)
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 (6)

Из (3)–(6) следует, что для любых i, m выполнено равенство

 (7)

Отметим, что, в силу условий (1)–(2), для любого m≥1 имеем

 (8)

Обозначим . Без ограничения общности можно считать, что 

Очевидно, что для любых  и  справедливы 
равенства:

 (9)

 (10)

  (11)

Обозначим σ-алгебры

Очевидно, что для любых m≥1 и  случайная функция  является 
 – измеримой.

Теперь приведем определения, необходимые для дальнейшего изложе-
ния.

определение 1 Пусть  – любая -измеримая функция, 
такая что , которую будем называть оценкой функции 

.
Множество таких оценок обозначим через . Очевидно, что 

 – сепарабельное гильбертово пространство.
В статье рассматривается задача построения оценки  та-

кой, что

 (12)
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– это критерий минимума среднеквадратической ошибки относительно 
меры Λ×P.

Определим теперь, что мы будем понимать под -оптимальной и опти-
мальной оценками.

определение 2 Оценку  назовем -оптимальной, где 
 – любое, β>0, если

 (13)

0-оптимальную оценку назовем оптимальной.

замечание 1 Под ( ) понимается такая неслучайная функция 
 от  со значениями в , у которой для любых 

 существует положительная константа  такая, что 

Целью данной статьи является: 
1) нахождение условий, при выполнении которых существуют оптималь-

ные и -оптимальные оценки любой неизвестной функции  по 
наблюдениям за ней с гауссовскими ошибками;

2) исследование статистических свойств построенных оценок.

2. Представление оценок функции из L2 (K) и критериев (12), (13)
2.1 Поскольку , то Λ×P-почти всюду она допускает пред-

ставление

 (14)

где  – -измеримая случайная величина, , которая является коэф-
фициентом Фурье оценки , т.е.

 (15)

определение 3 ([16]) Оценка (14) функции , где  – 
полная ортонормированная система функций в , называется проекци-
онной. 

Из (14), следует соотношение

 (16)
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которое является обобщением известного равенства Парсеваля [8].
Обозначим  – множество бесконечномерных случайных 

векторов , таких, что: i) -измеримы,  
ii)  Очевидно, что  – гильбертово пространство. 
Из равенства (16) следует утверждение.

Предложение 1  изоморфно .

2.2 Представление критерия оптимальности (12).
Поскольку система  – полная ортонормированная, то из (9), 

(14) и (16) для любого m≥1 следуют равенства

где  – некоторая проекционная оценка.
Отсюда, в силу предложения 1, имеем 

 (17)

Пусть  – множество -измеримых квадратично ин-
тегрируемых случайных величин. Из (17) следует неравенство

Ясно, что оценка  является оптимальной тогда и только тогда, когда

 (18)

Таким образом, если существует , то 

Отсюда, в силу теоремы Фубини и последнего неравенства, имеем

 
(19)

где . Следовательно, доказано следующее утвержде-
ние.
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Предложение 2 Для любого m≥1 оптимальная проекционная оценка 
 существует тогда и только тогда, когда существует 

  такая, что 

 (20)

замечание 2 Из утверждения предложения 2 следует, что для суще-
ствования оптимальной проекционной оценки функции из класса  
необходимо и достаточно, чтобы существовали оптимальные оценки ее 
коэффициентов Фурье.

3. Существование решения задачи оптимального стохастиче-
ского восстановления функции из L2 (K)

В данном разделе мы сформулируем один из основных результатов ра-
боты.

Предположение 1 Пусть для любых i ≥ 0 и m ≥ 1 семейство  

образует гауссовскую систему некоррелированных случайных величин с 
 , причем .

Теперь мы можем сформулировать основной результат данного раздела.

Теорема 1 Пусть  и выполнены условия предположения 1. 
Тогда справедливы следующие утверждения:

1) для почти всех  существует оптимальная проекцион-
ная оценка , которая Λ×P-почти всюду допускает пред-
ставление

 (21)

причем

 (22)

2)  (23)

Доказательство теоремы 1 Установим 1). Из утверждения предложения 2 
следует что существует оптимальная проекционная оценка  
такая, что



64 С.А. Булгаков, В.М. Хаметов

 (24)

Основным содержанием первого утверждения теоремы является доказатель-
ство равенств (22) и (21).

Поэтому рассмотрим E . Из утверждения предложе-
ния 2 (см. формулу (20)), имеем

 (25)

Отсюда следует, что для каждого  требуется по результатам наблю-
дений  построить оптимальную в среднеквадратическом смысле 
оценку коэффициента Фурье . Заметим, что в силу (7) распределение слу-
чайной величины  является гауссовским, причем . 
Известно [17], что оптимальная оценка коэффициента Фурье , в силу кри-
терия (20), по результатам наблюдений с ошибками , обозначае-
мая , совпадает с соответствующей оценкой по критерию максимального 
правдоподобия. Следовательно

 (26)

Умножим левую и правую часть (26) на , а затем выполним суммирова-
ние по всем j, имеем (21).

Установим 2). Найдем значение , в силу (25), (7) и 
предложения 1 имеем

Доказательство закончено.

замечание 3 Утверждение теоремы 1 в отличие от соответствующих 
утверждений работ [3, 12, 13], дает новые достаточные условия суще-
ствования оптимальной оценки функции из L2 (K) по наблюдениям с гаус-
совскими ошибками.

Следствие 2 Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для каждого 
m≥1 почти всюду относительно меры Λ×P
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 (27)

Доказательство следствия 2 вытекает из (11), (20), (21) и теоремы Фуби-
ни.

4. Несмещенность оценки 
В этом разделе мы покажем что оценка (21) – несмещенная.

Теорема 3 Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда оценка (21) – не-
смещенная.

Доказательство теоремы 3 Из (7) и (21) для любых  и , в 
силу теоремы Фубини, имеем

 (28)

Доказательство закончено.

5. Состоятельность оценки 
В данном разделе мы установим достаточные условия состоятельности 

оценки .

Теорема 4 Пусть выполнены условия теоремы 3 и для почти всех  
ряд . Тогда оценка  – состоятельна.

Доказательство теоремы 4 Нам надо установить, что для почти всех 

Достаточно доказать, что дисперсия оценки  стремится к нулю, когда 
m→∞.

Сначала вычислим дисперсию оценки , обозначаемую . Из 
(21), в силу теоремы Фубини, (9), (7) и (22), имеем
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Так как ряд  сходится, то из последнего равенства следует ут-
верждение теоремы. Доказательство закончено.

6. -оптимальное стохастическое восстановление функции 
из 

В данном разделе опишем и обоснуем метод построения -оптимальной 
проекционной оценки неизвестной функции , которая будет яв-
ляться конечномерной.

Сначала приведем достаточное условие -оптимальности проекцион-
ной оценки  неизвестной функции .

Обозначим

 (29)

Очевидно, что  – гильбертово пространство со скалярным произведением 
 и нормой 

Теорема 5 Пусть выполнены условия теоремы 1. Пусть для любого ε>0 
существует  такое что для любого  имеет место не-
равенство

Тогда оценка

 (30)

является ε-оптимальной (β=1), где  определяется (26).

Доказательство теоремы 5 Рассмотрим средрнеквадратическую ошиб-
ку оценки, имеем равенство
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Отсюда следует, что 

 (31)

Последнее, с учетом (26), (28), а также (4), (5), (6), (7) примет вид

Последнее неравенство вытекает из условий теоремы. Отсюда следует что

то есть оценка (30) является ε-оптимальной. Доказательство закончено.

замечание 4 Из утверждения и доказательства теоремы 5 очевидным 
образом следует что ε-оптимальная оценка определяемая (30) является 
смещенной и поэтому не является состоятельной. Однако она является ас-
симптотически несмещенной когда N→∞.

Заключение
В статье построены оптимальная и ε-оптимальная оценки квадратично 

интегрируемой функции, заданной на конечномерном компакте и наблюда-
емой с гауссовскими ошибками, а также исследованы некоторые свойства 
этих оценок.
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The aim of the article is to construct a solution for the problem of the optimal recovery 
(in the mean-square sense) of a measurable square-integrable (with respect to the Lebesgue 
measure) function defined on a finite-dimensional compact set. We prove optimal recovery 
procedure and establish conditions of its unbiasedness and consistency. Furthermore, an 
ε-optimal stochastic recovery procedure is proposed and proved.


